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(V,K) heiit Vektorraum < Va,VbeV;VAVueK : a+beV, 30eV:a+0=qa, I[-a]eV:a+[-a]=0,
[a+b]+c=a+[b+c], a+b=b+a, Ala+b]=Xa+ b, a[)\+pu]=a)+ap.

ai,az,as €V : (a1,as,as) heilt Basis < a1, as, ag sind linear unabhéngig (Aja; + Agag + Azaz =0 < A\ = Ay = A3 =0)
und erzeugend (span(a,as,as) = V).

|- beifs Norm <o 20, lal =0 = a=0, [al=lal, Tasbl <ol + I - 4,2 (o) T < oo}
(-,-) heiBt Skalarprodukt < (a,a) >0, (a,a)=0 < a=0, ({(a,b)=(b,a)", & e g 1
(@, \b+ pc) = Aa,b) + pla, ) lal, = i;lazl D>
2 n
Gilt die Parallelogrammgleichung (|a + b|* + |a - b]* = 2 [||aH +|b] ] felr = /Rn 7 d" < Of
so kann die Norm durch ein Skalarprodukt definiert werden. I f|L| = [ / | f|2 dnxr
RTL
Standardskalarprodukt im C": (a,b) = Z a; b (a, Ab) = (ATb,a)*
1 —ik[z —2']
A © dr f i dk = 6
Fourier: ®(k)= f fxe llm@(m) , ®(x)= f el ko (k) . 2 - (@-a)
T V2T / e_x do = /7
. - . 8t  hv
Planck’sches Strahlungsgesetz iiber Energiedichte im Hohlraum: p(T,v) = —= T (a|f = |a)
ereT =1 [(alABJD)]" = (b|BTA'a)
Wien’sches Verschiebungsgesetz: vyax =dT , d = 2,8221’%3 unitar: UT = U~!
L . )  au _ox i selbstadjungiert: UT = U
Energiedichte im Hohlraum: — u=aT" ,a=15 he]? hermitesch: (bU]a) = [{a|U|b)]*
Photoeffekt: hv = Exin,e- — Waustritt -
Compton-Streuung: N == mioc [1-cos(f)] mit der Compton-Wellenlédnge A¢ = m};c
Y in z-Richtung relativ bewegt zum ruhenden ¥p: ¢ = %to +%3 ., T= %xo +ut | Yo=Yy , Z0=2 , Y= —= -
-4
De Broglie: p= hk , E=hw , A= 2m0}%k> . Sommerfeld’sche Feinstrukturkonstante:
in o= ﬁ ~ 1

hc ~ 137,036

Elektronen-Ruhemasse:

k) .
Bohr’sche Postulate: Eq = mec? 0,51 MeV

1. Fiir jedes Atom existieren stationdre Zustdnde, in denen das Atom nicht strahlt.
Anderung der Energie eines Atoms sind nur durch einen Ubergang zwischen stationiren Zustdnden méglich.

2. Die Frequenz der beim Ubergang zwischen zwei stationiren Zustinden ausgestrahlten bzw. absorbierten Wellen
geniigt der bedingung hv =FE,, - E,

Bohrscher Radius: 0,529 A
Einstein-Koeffizienten: Fu Rydberg-Energie: —Ry = —‘é—zmec2 ~ —13,66V
Atom mit Zusténden k und [ (E; > Ey), Anzahl Ny, =e k57T, in einem Strahlungsfeld der Dichte p(v,T); dann
- Abosrption: N,;‘lbsorp B Npp(T,v),
- induzierte Emission: Nli,?d = B Nip(T,v),
- spontane Emission: lelfont = AN,
Uber Rayleigh-Jeans, Taylor in 1. Ordnung bzgl. % und Grenzwertbetrachtungen folgt: By = By g—ij = 87ThZ—j

Grundannahmen (der nicht-relativistischen Quantenphysik):

Fiir jeden Zustand eines Teilchens kann man zu jedem Zeitpunkt [At = 0] eine Wahrscheinlichkeit w(t, ) d®z [@(t, p) d*p]
dafiir angeben, bei einer Messung des Teilchenortes [Teilchenimpulses] diesen innerhalb einer kleinen Umgebung des
Ortes Z [Impulses p] im Volumen d®z [d®p] zu finden. Zu jedem Zeitpunkt muss die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen

irgendwo [mit irgendeinem Impuls| zu finden, gleich Eins sein: /3 w(t,z)d®z =1 [fS w(t,p)d®p =1] Vt.
R R
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Mittelwerte: (@)= [ f@)w(t,)d3 , (f(P)e = [ f(p)w(t,p)d®p
7 iz .o < opy —1Et
Materiewellen: U(t, %) = m[d P(t,p)e b d ,mit W(t,p)=¢(F)e” h
R
~ i PZ onvention 4
Umkehrtransformation: U (t,p) = k' [path(t,T) e Uh di und kK’ = [ﬁ]d Konvention o _ x = [ﬁ] 2
Wahrscheinlichkeitsinterpretation: w(t,z) = [(t, )] ) w(t,p) = (L, p)f?
mit der Normierungsbedingung: [ l(t,Z)* APz =1= [ lib(t, p)[> d3p
Plancherel: [z f*(2) 9(%) Az = [5s f*(B) G(5) dp
(#): = 5 (Bico t + (2)1c0 Flo-v)=F(p) = F(¥)

Schrodinger-Gleichung fiir ein freies, nicht-relativistisches Teilchen:
0 h?
ih—U(t, %)= ——A\II
i U (t,7) (t.9)
Es gilt: 1. U(¢,%) VZ oder ¥(t,Zo) Vt bekannt — U(t,Z) V¢, VZ determiniert.
2. U(t,z) Losung = auch ¥r(t,7) = V*(-t,Z) Losung der Schrodinger-Gleichung.

3. Galilei-Kovarianz der Schrodinger-Gleichung: 7' =2 + ot, t' = ¢, U'(¢',Z') Losung in I’ =
U(t,z)= o~ 12(t,7) Ut 7" , mit  O(t, ) = W , ist Losung in 1.

Die allgemeine Losung (aufgrund der Linearitdt der Schrodingergleichung; Ko (¢, Z — 3) heifit ,Propagator®/, Kern®):

d .
m 2 i m[QJ_y]Q
e

\I/(t,i_f) = [Rd K()(t,i_f —g) \I/()(y) ddy mit K()(t,.’f - :lj) = [m 2ht

3 K(t+t)=K()~K(t)
= w(t,¥) < 7l , B =const. .

Observable klassisch  Ortsraum Impulsraum

Korrespondenzregeln: (O) = [pa ¥*(t,%) OV(t,7)d% Ort r ~ :hac flhyp
Impuls p D=7V p p
Energie E E=1iho; =iho;

Klassisch galt: S(t,q,t0,q0) = fq((tz)) L(s,q(s),q(s))ds; mit der Hamilton- Jacobl-Glelchung 5+ H(t,q,V,S) = 0.
U

Wellengleichung fiir ein nicht-reletivistisches Teilchen in Potential V:
Seien V ein schwach variierendes Potential [F'(Z) = -VV (Z) , mit Vp ~ 0], § generalisierte Koordinaten, p generalisiserte
)

Impulse und H die Hamilton-Funktion H(g,p) = 5— +V(§), dann:
m

1hay U (t,q) = H(t,4,p)¥(t,q)

. : Et
Ist H = H(p,q) zeitunabhéingig (stationér), E die Energie des Systems und ¥(t,q) = W(q)e ' h , so erhilt man die
zeitunabhéngige Schrédingergleichung;:

EV(q) = H(4,p)¥(q)
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Harmonischer Oszillator: H(p,q) = —% + mTﬁzf = U(t,Z) = / d% K (t,&,7) o(j)  mit:
o . 4 5(t.3.9) e 2 o e
K(t,:my):[m] e h und S:m[[az + 37 ] cos(wt) + 227] .
Mehrteilchensysteme: U =U(t,T1,...,7n) ih0, ¥ = HU
Elektromagnetische duBere Felder (A, ® Potentiale): H =3, [ - % [Vk - igc"' A(t,ik)]Q +Qr(t, fk)] + V(Z1,...,2Tn) -
— —

D (,kovariante Ableitung*) Selbstwechselwirkungspotential

Wahrscheinlichkeitskontinuitédtsgleichung (sofern Potential in SG V € R; 7 Wahrscheinlichkeitsstromdichte):

ow
2 vi=0
o TV

. _itE
[FﬁrH:—%A+V ergibt sich j:%Im(\II*V\II) und somit ¥ e R = j=0bzw. U= ¥(Z)e ' h = Vj=0.
Fiir /= =% 5o D2 + V ergibt sich j= 5y, -2 Im (0" Dy )]

ka

Das Gram-Schmidt’sche Orthogonalisierungsverfahren:

wy,. .., w, seien linear unabhingige Vektoren, dann konstruiert folgende Vorschrift n orthogonale Vektoren vy, ..., vy,:
=1 (4. LWy
vi:wi—z<] l>1}j Vi=1,...,’n,
j=1 (vj,v5)
Schwarz’sche Ungleichung: |(®, )| < || |¥] . Dreiecks-Ungleichung: |® + ¥ < |®] + |¥] .

Ein Prahilbertraum ist ein Vektorraum H mit einem Skalarprodukt (-, -).

Konvergiert zudem jede Cauchy-Folge in H [— H ist ,vollstandig® beziiglich der durch das Skalarprodukt induzierten

Norm], so heit H Hilbertraum. ) -
|¥[* = [, ¥* ¥ d% ist Norm beziiglich Aquivalenzklassen.

dim (M) — S , dim()
H heifit separabel: 3 eine abzéhlbare Basis {U,, }. = 0= > (®,0,)T¥, L, PeH ; [®]°= > ||
n=1 n=1

lineare, isometrische [ldngenerhaltende, umkehrbare] Abbildung

Satz: Jeder separable Hilbertraum ist isomorph zu CH™) [dim(H) < oo] oder Iy [dim(H) = co].

[Fiir allgemeine Mehrteilchensysteme in beliebigen Koordinatensystemen gilt: || = Jedlqu(q) 0 (q)?
w1(q) > 0 Gewichtsfunktion.]

Direkte Summe von ~Hilbertrisiurnen:
H, K Unterrdume von H; H+ K ={P+ ¥ |P e H, ¥ e} heift Summe; gilt Hn K = {0} , so schreibt man

H o K - direkte Summe.

Skalarprodukt: ((®,¥), (9", V")), e = (P, P"),, + (¥, V')
{en} Basis von H, {f,;,} Basis von K = {e,} u{fn} ist Basis von H & K.

Tensorprodukt von Hilbertraumen:
{e,} Basis von H, {f;,} Basisvon K = ¢€,® f;, Basisin He K ; dim(H ® K) = dim(H) dim(K).
@chneRE’H, \I’:defmelca @®qj:zn,mcndm[en®fm] € Hek

" . o ’ _ ’ ’
Skalarprodukt: (@@ W, '@ Wy = (&, &)y, (¥, W) VeHRK,TeH,decK: U=V« U separabel®


http://www.tpi.uni-jena.de/

Theoretische Physik 3 - Quantenmechanik Prof. Wipf 2013

I:ineare Operatoren: .
A heifit linear, wenn fiir beliebige «, 8 € C und Vektoren ®, ¥ in einem Definitionsbereich Dy c ‘H von A gilt:
Ala® + U] = 0 AD + AT

Sei nun (¥,,) eine orthonormale Basis in H, so gilt: A = (amn), mit apy = (\Ilm , A\I/n> «—s A.

. L 3o . . . !/ _ / _ n _ n _ !/ _
Dies ist dquivalent zu: W'=Y, ¢l W, = AV =AY c,Vp =Y mn¥Ymmn = ¢, =2 GmnCn - o & = (amn)é
- mn

Ist dimH =oc0 |, sokann AU ¢ H liegen; A heifit dann unbeschrinkt. .
= Dy c H entsprechend wéhlen, so dass A darauf beschrankt ist!

Die Menge der linearen, beschrédnkten Operatoren bildet eine normierte Algebra tiber C.

[[A+ B]Y = AV + BY, [aA]¥ = o[A¥] [- Vektorraum), A\I!H < CA||¥| V¥ € Dy ¢ H [~ beschrinkt],|A ”‘I‘Q\P\Iﬁ” [~

Norml,|A+ B < |A] + |B] , [ABIW = A[BU], [A + BIC = AC + BC, A[B + €] = AB + AC, o[AB] = [aA]B = A[aB] [~ Algebral,
|AB| < |A] |B]]

sup

Kommutator von Operatoren: [A, E] = AB-BA
Er ist antisymmetrisch: [fl, B] =- [3, fl],
erfiillt die Jacobi-Identitét: [[1, [E, é']] + [C’, [A, é]] + [ﬁ, [é‘,fl]] =0,
und es gilt die Derivations-/ : [fl, BC‘] =B [A, C’] + [fl, B] C
Produktregel [12137 C’] =A [37 C’] + [A, C’] B [fi"i(‘%’p)] = ihaiA(fcvf’)
[pi, A(#,p)] = ~ihg3-A(,p)
Dirac-Notation: »{bralc|ket)“

UeH iber C — |T)  Ket*
H' dualer Raum (der Vektorraum der linearen Abbildungen von H nach C) zu H —> (\IJ| ,Bra*
Skalarprodukt: (®,¥) — (®|¥)

H und H' sind isomorph:  |¥) - Fy Fy(®)=(0|®) : VD eH
F — |\I/F> (\I/F|‘I>):F(<IJ) VO eH
HF‘II H = sup |qu((1>)| = H\IJH [lingenerhaltend] , Fg,g¢ = Fo+Fgy , F,y =a"Fy [antilinear] (\I/ | @) = Fq;(fl)) = (\I/ , (I)).
[¥]=1

Projektion: Py = |U)(¥|

(@ + W= (D] + (|

. N I . . D) = A|U) = (D= (T|AT

H=UV,A:U->U,B:V->V: [A®B][|?)®|V)]=[A4|P)] ® [B|¥)] (@ = a* (U]

anB a12B
an B '

Tensorprodukt von Operatoren:

Ae B < (apmbgn) <=

Addition: A+B=A®1ly+1y®B

(At®, o)
, [AB]t=BfA" .

Der zu A adjungierte Operator AT ist definiert durch: (P, fl‘l/)
Rechenregeln: [A+ B]' = At + Bt | [aA]f =a*Al | [Af]f=

=

Hermitesche Operatoren [, selbstadjungiert®]: A= Af
; diese konnen diagonalisiert werden, Eigenfunktionen bilden [vollstéandige] orthogonale [orthonormierbare] Basis im H,
Eigenwerte sind reell.

Kommutierende Operatoren: A, B selbstadjungiert und [AE] =0.
A B diagonalisiserbar, haben gleiche Eigenvektoren und somit eine gemeinsame Eigenbasis in .


http://www.tpi.uni-jena.de/

Theoretische Physik 3 - Quantenmechanik Prof. Wipf 2013

Spektralzerlegung von selbstadjungierten Operatoren:

Diskret: EV
= EW
A A —— A A
Eigenvektoren von A:  Ala,, &) = ap |an, &) i Pn=Y¢lan, E){an,§| projeziert auf Unterraum P, H
——
bei Entartung<>mehreren EV zu einem EW aufgespannt von EVen zu EW G -
= Isn|\I/) = Ye (an, E[¥) |an, §) ; Eigenschaften: A); =pb, I:’g =P, , PP, =06pmby=PnP, , 1= .. P
(S —
Cn,¢ AL A A
F(A)YP, = f(an) Py
Kontinuierlich: o .
Eigenvektoren von A:  Ala) = ala) [ la)¢H ] ; P(a) =la){al

= P(a)|¥) = (a¥) |a)
c(a)
Damit gilt: |¥) =¥, cnlan) + [dac(a)la) ()=, (an|c; + [ da(alc*(a) ;

wobei:  (ap|am) =0nm , (ap)=d(a-0) , (an|b)=0

1= B lan){anl+/ dala)(al|

[91% = (U|%) = 5, |eal® + [ dale(a)]?

A ist invertierbar, wenn A bijektiv ist. U heifit isometrisch <> (U(ID, U\IJ) =(P, V) = ((A]TUQ, U)
Unitére Operatoren: U ist isometrisch und invertierbar. [Ut=0U"" JEW|=1]
Satz: U =el4 [A hermitesch, U unitér] .

A=3,b,, A=y, dmp,
A und U sind dann gleichzeitig diagonalisierbar [Elﬁ WU Aflﬁ;ll =D A, UAU ﬁ;xl = f)U] und kommutieren [[[7 ,fl] =0].
Ahnlichkeitstransformation: A selbstadjungiert, ﬁ,f/ unitir = VAV~! auch hermitesch, VUV~! auch unitér.

Die Postulate der Quantenmechanik - Kopenhagener Deutung:

1. Der Messaparatur fiir eine Observable entspricht ein linearer selbstadjungierter Operator.

2. Einem reinen Zustand des Systems entspricht ein Strahl im Hilbertraum #: Ry = {A[¥)[AeR\{0}} .
3. Eine Messung entspricht einer Wechselwirkung zwischen System und Apparatur.
4

. Die moéglichen Messergebnisse sind die Eigenwerte des der Observablen entsprechenden selbstadjungierten

Operators.
5. Die Warhscheinlichkeit dafiir, fiir ein System im Zustand |¥) fiir eine Observable A ein Messresultat, im Intervall
A c R zu finden, ist: W g (A) = (V[PA[V)
P, [A], Py, [B] heiBen ,vertriigliche Observablen® <> [|¥) beliebiger Anfangszustand, Van, b,

I:’an If’b I:’an|\I/) = I:’bm Pa"|\IJ) oder I:’anff’bm = Pbm I:’an oder [A, é] =0.

m

Préaparation eines reinen Zustands:

an K

) 2% B, W) N B, P, |0) % 2% D By Py W) = |ky...bpay) bis Zustand des Systems eindeutig [bis
| —
Quantenzahlen

auf komplexen Vorfaktor|; die Opperatoren miissen dabei paarweise kommutieren.

Mittelwert: (A)y = (U] A|P) Abweichung: AA = A - (A)g1 Varianz: ([AA]?)y = HAA\\II)”
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Eine Observable A heifit scharf: ([AA]?)g =0 [A hermitesch =  A|W) = (A)y|¥) [= EW,EV]].

Allgemeine Unschirferelation: : 2 A,B hermitesch

~ A~

([AA)w{[ABP)w 2 (5 [A, B)w
= ([A&:]) o ([A5,1)w > b6
tr(A4) = 2, (nlAln)
[fiir alle Orthonormalbasen {|n)}]
tr (ozfl + BE’) =atr (fl) + [ tr (E)

Gemischte Zustande: . N
(A)q/ =tr (APq;)

Mischen von N Gesamtheiten [identische Kopien von Etwas] mit relativen Haufigkeiten \,,, dann heifit ,Gemisch“/,,Sta-

N
tistischer Operator®/, Dichtematrix*: p= Z APy

n=1
Mit tr(p)=1 , pf=p , p>0
Die Wahrscheinlichkeit, einen Zustand zu Eigenwerten in A zu finden, betragt dann: wa ,(A) = tr (PA /3) .

pheiBt rein < tr(p?)=1 < p?=p < Fje{l,2,....N}:Vie{l,2,... . N}ni#j: A\ =0a) =L
p nicht rein < tr (ﬁ2)<1

Zeitentwicklung abgeschlossener Systeme:
Praparation zu to: [¥(tg)) ; danach als abgeschlossenes System: ih;—t|\ll(t)) = H|U(t)) .

= [U(1)) = U(t,t0) [¥(to))

U heifit »Zeitentwicklungsoperator®/, Propagator”/, Evolutionsoperator®; er ist [nach Wahrscheinlichkeitserhaltung!] unitér.
Ul(t,to) = U(t,t1) U(ts,to)

Basen:
System mit N Zustanden, #, Basis {|n) }po1...n , [¥(1)) = £, ¢, (t) |n), dann wird die Schrodinger-Gleichung zu:
d
ihgc(t) = Hc(t)
) it .
Lésung [H zeitunabhéngig]: c(t)=e h c(to) =U(t - to) c(to)

>

Auch U(t) erfiillt dann die Schrédingergleichung [ih‘i175 = HU).

Basiswechsel: [n) =¥, spn|m)’ , ¢/ =Sc , H'=SHS™' [S=(5mn)]

Cp b=t N
In Eigenbasis {|E, )} [H|E,) = E,|E,)] folgt: ¢, (t) = e 1 En TRt en(to) =U(t —to)|n En

[Caley-Hamilton]
Satz: M e Mat(n,n,C), Pyy(A) =det(A1 — M) = A" —tr (M) A" L+ ... +[-1]"det(M) wobei Py (M) =0
= VYn:M"=f(1,M,...,M™1") ; somit im Endeffekt M™ darstellbar ist als Linearkombination von M und 1.

Ist A nicht zeitunabhéngig, so entwickelt man U in eine Potenzreihe beziiglich der Eigenbasis von H:

U(t,to) = Z U(")(t,to) , UM ¢ O(ﬁ””) [Dyson’sche Reihe]

n=0

~ 1 t ~ ~ 1 & t N ~
Aus der SG fiir U ergibt sich: U(t,to) =1 + — f At AW Ut to) =1+ — f dt’ H () T (1) .
1 to 17 p=p Jto
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N ~ 1 t N N A
Aus dem Vergleich der Glieder mit Potenzen in H folgt: U™ (t,10) = T f At AU D tp)  mit UO =1.
ih Jto

n t t1 tn—1 N N N n t t A~ A
= UM (¢,t0) = [i] f dt, dtz.../ dt, Bt (o). F(t,) = i[i] dt, f dt, T (H(t) ... H(t,))
h to to to nl Lih to to

i
R it g freas
Die Dyson’sche Reihe ldsst sich daher wie folgt formulieren: U(¢,t) =T (e h /to dt" H (¢ ))

A(tl)B(tg) 7t1 > 19

N o ; er ist linear.
B(tg) A(tl) 7t1 <19

Zeitordnungsoperator: T(A(t1) B(t2)) = {

Bilder der Quantenmechanik:
- Schrédinger-Bild:
o A ohne &uBere Einfliisse zeitunabhéngig, |¥) i.A. zeitabhéingig.
o Schrodinger-Gleichung: A< |W(t)) = H [T (1)) .
- Heisenberg-Bild:
o Ap(t)=UMNtto)AU(t,to) . |¥y) = |V(t)) = UL(t,to) [U(2)) .
* <A>t = (‘I'H|A|‘I/H> ) [AH]H:[AH]H ) [f(A)]H:f(AH) : [= [A,B]:m:» [AH,BH]—O}
o Heisenberg’sche-Bewegungsgleichung: ih%/lg = [AH (), fIH(t)] +ih[%fl]H
« Ehrenfest-Gleichung: i h( A) = ([A(t), H(t)]) +ih{[ 2 A])

Beispiele: %(@1) = (g—g)t , %(ﬁi) :—(g—g)t .
= Ist H hochstens quadratisch in ¢ bzw. p, so sind die Ehrenfest-Gleichungen mit den klassischen gleich.
[{a)" = (a")]

- Wechselwirkungs-Bild:
e AW =Ho+V(t) , Uoltito)=e Honlt=t] 1 S ve):ve

Aw (1) = U (t,t0) AT (t, 1) ; U (1)) = Ug" (t,t0) [W(1)) -
« 1. & 2. Diracgleichung: ih< [Wy) = Viv () [Ty (1)) ) ihd |[Aw (1)) = [flw,ﬂow] + ih[%fl]w

~ it gy ’
o Streuprozess: S: [Ty (1)) =S(t,t0) |Yw(to)) = T(e iy fto de’ Viy (¢ )) :
Streumatrix / Streuoperator: S = lmy 00 £y ——oco S(t,to) : St=9

0= 4[0-10] = (L0190 + 01401
(A(t)); = const. V¢t = A heiBt ,Erhaltungsgrofie / ,Konstante der Bewegung®.

Linearkombination, Produkt und Kommutator von Erhaltungsgréfien ist wieder eine Erhaltungsgrofie.

Eindimensionale Quantensysteme:
b
=0

a

! l %

Potential V € R [EW der SG reell] , hermitesche Randbedingungen: (®|HW)-(H®|¥) = —% [2*T -® ¥]
, auf Intervall [a,b].
Realitit: alle Losungen der SG kénnen reell gewihlt werden [H |¥) = E|¥) mit £ € R - ¥ in Real- und Imaginirteil
separabel].
Regularitdt: V(z) stetig = ¥(x) stetig.
Paritdt: Yp(z):=¥(-z) ist nun V(x) zusitzlich gerade und b = —a, so: ¥p erfiillt die gleiche SG wie V.

= U kann gerade [¥ + U p] oder ungerade [¥ — ¥ p| gewdhlt werden; ist E nicht entartet, so gilt dies automatisch.
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Wronski-Determinante: W (®, V) = det( 3 ¢/ )
Knotensatz:

1. ®, U seien Losungen der SG mit Fy > Eg, dann liegt zwischen zwei Knoten von ® mindestens ein Knoten von W.
2. Nimmt die Energie eines Zustandes zu, so wandern dessen Knoten enger zusammen.

Der n-te angeregte Zustand hat genau n Knoten im Intervall [und u.U. 2 an den Randpunkten].

T E
Bewegen sich die Flachen konstanter Phase nach rechts , 50 heif}t die Welle [z.B.: e i[5t~ ka:]] ynach rechts
laufende Welle*.
Eindimensionale Potentialstufe [a — co]: v
1kx | k-k K —ikx A
£y k+k ¢ z <0 . Vi
E>V U(t, ) f T b
\/ﬂ 2k ik 250 AN
k+k z
. . . 0 a
" t olkx | —ikx-2i6 <0
E<V U(t, ) f ,
\/ﬂ kfikn, e e , x>0

r2 P 3
mit der Energie der einfallenden Welle: E = h; B Pk Ly omit & =-ik' und  koie Lem120,
m 2m k+ik

Fir E <V [Totalreflexion| gibt es einen Zeitversatz zwischen Ankommen und Reflexion des Wellenpakets [

2
£o-] und einen evaneszenten Verlauf in die Stufe.

ty= ——2—x ,Tp =
VTo[V-To] 2

Potentialwall: [a < oo]

kT g ik'T ,x <0
Hier gilt der Ansatz: W(z)={ Ce "% +Del¥ ,0<z<a , wobei W, U’ stetig an Ubergéingen.
Tl K[z -a] ,a <X = |T]?= [14—#2_15]sinh2(f£a)]_1
Eindimensionaler Potentialtopf [a € R]: v .
Be KT Ble R ,T>a v + : T
0>FE>-V U(z) =1 'z +1 _prei'T < —a A v
Acos(kx) A'sin(kx) ,-a<z<a

Es gibt immer mindestens eine [gerade] Losung; vergrofiert man akg [— Vo] , so gibt es immer
mehr gebundene Zusténde. [Bedingung: tan(ka) = ’% bzw. —cot(ka) = ’%]

2 1.0 21
elkx+Re ik'x

, < —a
E>0 U(z) =1 Celh? ypeika ,—a<z<a
T ik'[z —a] z>a
. 2 2. 2
Es gilt dann |T|" = - E1] o) = Transmission fiir 2ka = 0 [< E, = 222 - V].
ot

Absteigeoperator: a = %[u +0,] , Aufsteigeoperator: a' = %[u -8,] , Besetzungszahloperator: N = afa
[r=/u=lu] [N,am] = -ma™, [N, at "] =mat™, [a,a1 "] =mat™
=v/n+1 |n+1) i=y/n [n—-1)

Da [|n) Eigenvektor, a, Eigenwert] N af|n) f [an +1] dun) und Naln) =[a,—1] a|n) und die Eigenwerte
dieser Gleichung nur positiv reell sein diirfen [N = <\I’ | N |\I!> > 0], muss ein a,, = 0 sein. Mit Hilfe des Aufsteigeope-

rators sieht man dann, dass a,, € N°: ¥n e N, "
n) = = af " [0)

Vnl
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x
Mit 1 :=+/ nffw, U= =7 ergibt sich fiir einen eindimensionalen harmonischen Oszillator:

R h2 2 A 2
a- [_%% 0 (r) = f[% 2] (l) = ho[ N + & ]\I/(lu)
= Hln) = E,|n) = hw[n + 11in) , mit der Nullpunktsenergie F, = %
u2 U2
= Normiert man nun ¥o(u) = ﬁ11/4 e 2 ,so ergibt sich: ¥, (u)= m Hy(u)e 2
' u2 ’Lbz
mit den Hermite-Polynomen: H, (u) =e 2 [u - 6%]” e 2
Man kann nun & = la:’/‘g , D= % d\_/‘g schreiben und damit zeigen: [Az],[Ap], = Z[2n +1] [> 5]

[ (n]Zn)=0, <n|£2|n> :l2[n+ %], (n|

Nullpunktsfluktuationen: (H) > bo |

Symmetrie:

1. Ist eine 1-zu-1-Abbildung zwischen den [physikalisch realisierbaren] reinen Zustdnden; dargestellt durch Strahlen in

H.
2. Sie erhilt die Ubergangswahrscheinlichkeiten: [(® | ¥)[* = [(®' | ¥')[?

Wigner-Theorem: U|®) = |&) UAU = A . U ist dann
- entweder linear & unitdr [Ufci |¥) +ca|®)] =1 |U') + o |[®'), UT = U7}

- oder antilinear & unitér [,antiunitdr] [U[ci|¥) +co|®)] =} |0') +c5|@'), UT =07,

Paritét £_L"Z — —"fi'

[O(PYW](3:) = V(=) , UP)O(P)=1[=EW=+1] , U(P)&0(P)=-& wd U(P)p 07 (P) =
und damit  U(P) H(Z;,p;) U"N(P) = H(~Z, -p).

Ist nun H [und somit V] spiegelinvariant, so kommutieren U & H und kénnen somit gleichzeitig diagonalisiert werden.

Translation 7; — 7; + a:
[0(a)v](@:) = 0(3;+d) , U@ H@E5) U™ (@) = H@E +a,5)-
Ist nun H [und somit V] translationsinvariant, so kommutieren U & H und kénnen somit gleichzeitig diagonalisiert

werden.

Jeder Translation im R? ist ein unitéirer Operator in H = Ly (R?) zugeordnet [U (@), U(a+b) = U(a) U(b), U(0) = 14].

Die Zuordnung heifit Gruppenhomomorphismus

Die Menge der Translationen bildet dabei eine abelsche Gruppe [bzw. kommutierende Gruppe: @ + b = b + d]; die Menge der
ihnen zugeordneten unitiren Operatoren ebenso [U(d) U(b) = U(b) U(a)].

=-ihV [Impulsoperator, hermitesch)].

N iz2 A
Sei nun: U(a) =eh™ | so ergibt sich: p
[pk)a :| =0

Ist A nun translationsionvariant, so gilt:

N A A

Da {U(@)} abelsch ist, folgt aus der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel [eX oY =
[ﬁi,ﬁj]zo VZ)]E{13273}


http://www.tpi.uni-jena.de/

Theoretische Physik 3 - Quantenmechanik Prof. Wipf 2013

Drehung #; - RZ;:
Ist nun H [und somit V| drehinvariant, so kommutieren U & H und kénnen somit gleichzeitig diagonalisiert werden.
[Dies gilt, wenn: V = ¥, V(|2; - 2;])]

Jeder Drehung im R? ist ein unitérer Operator in # = Ly(R?) zugeordnet [U(R), U(RyR:) = U(Ry) U(Ry),
U(lgs) = 1y].

Die Menge der Drehungen [nicht Drehspiegelungen => det(R) = +1] bildet eine Liesche Gruppe [SO(3), nicht abelsch!]; die
Menge der ihnen zugeordneten unitdren Operatoren ebenso.

Bei Drehung um die Achse in Richtung des Einheitsvektor € um einen Winkel 6 gilt:

R(&,0)% = [éZ]é—éx [éx T] cos() + & x T sin(H)

0 —€3 €9 €x
Lm0 & _ _ _ 0T S _ .09,
Sei éxT =07 = Q=] €3 0 e1|=-Q; = R(é0)=e
—€9 €1 0

Sei weiterhin U(eeQe) = e n0Le [L. hermitesch], so gilt L. = L und:

(000 ¥] @) = | w] ) S
Es gilt: [[A/j,.’f?k] = ithle?}l R [ﬁj, IA/]C] = ihgjkli/l s
Fiir alle Operatoren mit [jj, fk] = ihejk.ljl , ij = jj definiert man Leitoperatoren: J; =Jytidy .
Dann gilt: [jg, J;] =+hJ, [j+, j_] =2hJ; und [jQ, j]] =0 . [j2 = J2+JF+J3

Diagonalisiert man nun gleichzeitig J5 und J? [EW hj[j+1] > 0], so ergeben sich aus sz l7,93) = h%5[5+1]17,93)
Jild,ds) = ha/cs (s g 1, dis + 1) J3j;js) = hjslj, js)
J_lj,js) =b/c_(j.js) |j.js—1) und Jf=J. dass

[7213.33) | = 03[0+ 11 = jals + 1] U g ds + 1) I = s | s 1) P 20
Das bedeutet ¢, >0 und [j>0] —j<j3<j
Nach den Abbruchbedingungen fir die Leiteroperatoren gilt: —hj und hj miissen EW von Js sein.

Resultat: EW von J? sind h2j[i+1] ,je % und EW von Js sind  hjs , js € {-4,—j+1,...,5-1,5} .

Fiir den Drehimpuls L ergeben sich mit der [Bahn-] Drehimpuls-Quantenzahl [ [vgl. 5] und der magnetischen Quantenzahl
m [vgl. js], sowie (Z|l,m)=Y],, (%) die Kugelflichenfunktionen als Eigenfunktionen [r = 1]:

[-1]" [21+1 ilo .1 1 _i '
Vi = =/ =—=[20]1e! P sin! (0 Yimo1 = Pr- ()0, 1Yi.m (6,
L=\ T P () et = e O+ 1t (0)0, Vi (0.)

mit —ZSmgl,le%,meZ.

L 1)) |20+ 1[l+m] el™® [ d ]lm .
Es ergibt sich: Y (0, 0) = , L0 -
5 CIIbh S L (8, ) 200 A [I-m]!sin™(0) Ldu (1=

Yi-m = [_1]mYl;n(97 ®) ) [PYl,m](ev p) = Yim(m=0,7m+¢)= [_l]lyi,m(ev ©) )
Zim Viim (0,0) Yim (0, 9) = 6(0 = ") 6(cos(8) - cos(6')) -

u=cos(60)

[ﬁj, Vk] = ihsjlel .V heiBt Vektoroperator; [f,j, 5'] =0 , S heiBt skalarer Operator.

10
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In einem Zentralkraftfeld mit [; - reduzierte Masse] H
9 20 19

=t —

or2  ror  r2sin?(9) 00

= —%A +V(r) und Drehimpulsoperator Ii gilt:

[ in(0) 0 ]+ 1 0°
sin(0)— [+ ———~—
901 r2sin?(0) 0p?

L2
RS
82 28 1 L2 E[|E?l7m):E|E7l7m)
Das heifit: H=-—|— +——=+V(r) und [2 |E,1,m) =h2I[l+1]|E,l,m) ;daraus ergibt sich die
8r2 ror 2u T T ”

Ls |E,l,m) =hm|E,l,m)
Schrodinger-Gleichung fir (Z|E,l,m) = Vg m(Z) = fE,1Yi,m(0,¢) zur [gewohnlichen] radialen Schrodinger-Gleichung:

n2[o? 20 1 A%[l+1 . o
[_[ + 2 ]+ % +V(r)| fei=E fe. , wobei W | = fo ar 2 | fea ()

[durch die Normierung von Yj ,,].

or?2 ror

Mit Upi(r) =rfpa(r) gilts [~ 25+ LU v Ui = EUse  wobei [Wpaml’ = [ dr [Upa(r)P.

2n r2

Ist das Potential V im oco-en schnell genug abfallend, so ergeben sich keine gebundenen Zustdnde

ol kr E=PE g
lim, o : V(7r) =0, Ug,(r) = ’ 21 .
| (1) =0, Up(r) {,_; PR
Ist das Potential gegen 0 nicht zu stark ansteigend [~ = =], so kann man Ug; in ein Polynom entwickeln

2

[UE,l_Tl+1[1+a1’l“+a2T +.o. ] = 1#0:VpE;,,(0) =0

Fir wasserstoffahnliche Atome ergibt sich so mit \I/(t Tr,%e), L LK + Le7 V = V(|Zx - Z.|) nach Betrachtung
in Relativ- [p = TZ‘;‘:”; , M = mg +me, i =g - Te, Mp = mep;( pre] und Schwerpunktskoordinaten [MX =
METK+Mele, p- Prc+Pe), mit H = ﬁlﬁ + i}? +V(|Z]) in Ortsdarstellung und mit If’\Il(t,X, i) = PU(t,X,7),
— —
HScthrpunkt Hielativ
Flrelativ\ll(t,z) E¥(t,z) und Eio = 537 + F, aus der Schrodingergleichung, dass:

W(t, X, 7) = e n Pt i PX gz
Fiir Coulomb-Potential V' (|Z]) = —ZlTelz mit Wgim(Z)=2Ug(r) Yim(0,¢) , dem bohrschen Radius ap = Hh—; und
) 42 27 1[I+ 1]

einer typischen Energie F, = % [p=-"1,¢= EE} ergibt sich: | — +2¢+
p

A2
Fiir gebundene Zusténde [e = -2, k € R] und iiber Endlichkeit der Wellenfunktion W(Z) ergibt sich mit dem Ansatz

an UEl(aBp):O
“ p

Ugi(p) ~ pl+1 e FP Z akpk und dem Verschwinden aller Summanden in Potenz von p™:
k=0

2[k[n+1+1]-Z]
Mn+1][l+1]+[n+1]n ™"

Gp+1 =

Fordert man nun den Abbruch [a,, +1 = 0], so gilt mit der Hauptquantenzahl n =n, + 1+ 1, dass kn = Z und somit

_ Z’E,

= )
n? 2

Die Anzahl der moglichen Zustiande zu E,, ist n?. I
[L H] 0 V=V

11
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o Ug.i(p) 2771 [n-1-1]' _Ze[2zp] 42! dn+t _
X sich- ) - - _ kil o n n+l =1
Es ergibt sich: P i [ - ] S+ 1]1]° e [ - ] Bpe e i [7] e ] ) 2Zp -
n
Nyt
" Laguerre-Polynome L2l+1 (%)
Dabei gilt: PP 2 (p) dp=1. i
©0 | A3 P 2 R D F2 2
Mit f P e—ﬂp dp = q: ist dann (") I [Rs d°zr |\Ijn7l,m2| _ fo (1:’7‘ f?,l(r)r _ ag, /- dpp2+pfn21(p)
0 part o fR3 A3z [Wp, 1, m] fo den2,lr2 ’
5,1 Z%? 1
berechenbar und man erhilt das Virialtheorem: (Epot) =-Ze“ (=) =— — =2E,
T ag n
[Der Mittelwert der potentiellen Energie ist genauso grofi wie die doppelte Gesamtenergie.]
0 1 2 3 4
(Historische) Benennung des Bahndrehimpulses I: s p d f g
scharf  prinzipal diffus  fundamental [alphabetisch...]
Geladene Teilchen im ,dufleren“ elektromagnetischen Feld: [im cgs-System!]

Mit Potenzialen o, A [E = - grad(y) - %7 B= rot(fi)] gilt klassisch H = - [;5 - %A]Q +ep

Nach Symmetrie und Hermitizitat gilt in QM: H-= 2% [ﬁQ + %ﬁA +£ D+ %AQ] +ep

Fiir ein Wasserstoffatom in ,&uBerem“ B-Feld mit [0.B.d.A] B in z-Richtung, A = %B x # [B in Umgebung von
Wasserstoff raumlich konstant] und AV = ﬁéi gilt: H = —%A - ﬁgi + 82252 B?[2% + y?] +ep
paramagnetisch diamagnetisch

Unter Vernachlissigung des diamagnetischen Terms [-Hamasnet: ., 1-10. B[Gauss]] ergibt sich der normale Zeeman-Effekt:

paramagnet.
_ lelh

Hin,l,m) = [—% +pugBm]n,l,m) ; mit dem Bohrschen Magneton pp = 5.

s
Der Spin: § = (§2 , wobei § die Drehimpulsalgebra erfiillt [[85,5k] =ihejnd)] ; die gemessenen Eigenwerte sind ig.
33
= U =U,(2) ((1)) +0,(Z) ((1)) mit §; = Zo; auf Hilbertraum H = Ly(R%) ® C? mit (® | ¥) = [, *(2) ¥(Z) d®a.
—— ——
Int) Iny)

as ay — ia2
a +ias —as

Sei nun A = 0;a; = ( ) die allgemeinste spurfreie, hermitesche 2 x 2-Matrix, U = (_c;* ab*) e SU(2)

[UTU =1, det(U) =1) und U[ag]U ™ =bF ,danngilt: b=Ra , b*=d> =  ReSO(3) [Drehung!].
Dabei gﬂt R(]lg) = ]13 s R(U]_UQ) = R(Ul)R(UQ) 5 R(U) = R(—U) und daher 50(3) = SU(Q)/ZQ .

U= e_%égg = R=efll
= Bei Realraumdrehung um 27 wechselt die Wellenfunktion des e~ durch den Spin ihr Vorzeichen.

Die Spins transformieren unter Drehung m = R(U)7% geméaf:  |my) =U|ny) , |my) =U|ny) .

Der Gesamtdrehimpuls des Wasserstoffatoms ist dann: J=Lol+1® §iL0+3

Wiederum unter Vernachlédssigung des Diamagnetismus ergibt sich [,anomaler Zeeman-Effekt*]

N N N R s
H|nalama 83) = [HO _MBB[L+98]] |nalama83> = [_ Tlfg’ +,LLBB[m+g€3]] |n,l,m,53)

Pauli-Matrizen: o1 = ((1) (1)), o9 = (? _01), o3 = (1 0 ) , oo =0l +igjpor, [04,0%] =2icjr0
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